MobDELO DE UN CONTROL APROXIMADO DE UN
CUADRICOPTERO BASADO EN EQUILIBRIO DE

RESUMEN

Elsiguiente documento aborda la dindmica de un cuadri-
coptero bajo el modelado de Newton-Euler, concibiendo
de esta forma las bases necesarias para desarrollar un
modelo de control lineal orientado para la estabiliza-
cién de un modelo de cuadricoptero reducido a un eje.
En la investigacion se utilizan motores DC (continua)
modelados de forma experimental, considerando las
ecuaciones de fluidos de Bernulli que afectan las aspas
del prototipo para una aproximacién mas cercana a la
realidad. Los resultados de control realizados abordan
una estabilizacion idénea segln los rangos de opera-
cién del prototipo.
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ABSTRACT

The following paper discusses the dynamics of a quadri-
copter under the Newton Euler modeling conceiving
in this way the basis for developing a linear control
oriented model for the stabilization of a reduced model
quadricopter an axis. Researches in Dc motors are used
experimentally modeled by considering the fluid equa-
tions involving Bernulli prototype blades for a closer
approximation to reality. The results of control studies
addressed a suitable stabilization operating ranges as
the prototype.
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1 INTODUCCION

Para realizar un modelo dinamico de un sistema es
importante comenzar el estudio sobre las fuerzas que
interactlan en un cuadri-coptero, se debe tener en
cuenta que las variables fisicas que lo afectan como: la
gravedad, la deformabilidad del material, la friccién, el
peso y la deformabilidad de las hélices ante variaciones
de velocidad, son del todo complejas y no lineales.

Variables como la deformabilidad de un material y de las
hélices, complejizarian demasiado el intento de realizar
un modelo, por lo tanto, se asumiran diversas caracte-
risticas que debera poseer la estructura, para facilitar
la comprension y el modelo de lo planteado. La estruc-
tura se supondra de la siguiente manera:

1. Laestructura se supone rigida.

2. Laestructura se supone simétrica.

3. El centro de masas de la estructura coincide con la
posicién de ésta.

4. Las hélices se suponen rigidas.

Figura 1. Estructura del cuadricéptero con consideraciones de rotacién y angulos
de fuerza.

2 MoDELADO CON FORMALISMO NEWTON-EULER

Para analizar la estructura, existen dos opciones de
analisis, una de ellas es el formalismo de Euler-Lagrange
que estudia el comportamiento de un cuerpo a través
de la energia potencial y cinética de este y otro, es el
formalismo Newton-Euler, que estudia el modelo seglin
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las ecuaciones de fuerza de Newton y las de rotaciones
de Euler. Este dltimo sera el modelo a utilizar.

Las fuerzas en estado de equilibrio se encuentran para-
lelas al eje z, donde la suma equitativa de fuerzas de los
motores es igual a la fuerza de gravedad. La representa-
cién matricial en cada eje es definido por la ecuacién (1)
donde m representa la masa neta de la estructura y R®_
la matriz de rotacion.

a 0 0
mla,|=| 0 [+R; 0
a, —mg d

Z Fotor i

Matriz de Rotacion

La matriz de rotacién en un conjunto de coordenadas
que desplaza un sélido de un punto a hasta un punto
b a través de rotaciones sucesivas en distintos ejes.
Comlnmente es usada con los angulos de Euler que
constituyen un conjunto de tres coordenadas angulares
que sirven para especificar la orientacién de un sistema
de referencia de ejes ortogonales, normalmente movil,
respecto a otro sistema de referencia de ejes ortogona-
les normalmente fijos. Fueron introducidos por Leon-
hard Euler en mecanica del sélido rigido para describir
la orientacién de un sistema de referencia solidario con
un sélido rigido en movimiento.

La rotaciones de Euler son los movimientos resultantes
de variar uno de los angulos de Euler dejando fijos los
otros dos, es por esto que resulta sencillo obtener las
coordenadas de rotacién para cada uno de los ejes,
obteniendo los valores de los angulos de Euler en el eje
X (roll), eje Y (Pitch) y el eje Z (Yaw).



Figura 2. Rotacion de Euler en eje z

Para obtener estos valores se supondra un punto fijo P,
como muestra la figura 2, a una distancia ren un plano
de referencia XY el cual rota # grados en torno al eje Z,
donde se desea obtener la posicidn respecto al plano
XY’

De la figura 2 se extrae que la distanciar es la misma en
ambos sistemas, por lo que el vector posicidn en el eje
de referencia (X,Y) y (XA’,Y’) se extrae simplemente por
trigonometria (2).

X =rcos(p)
Y =rsin(f)

X'=rcos(a— L)
Y'=rsin(a— f)

Tomando en cuenta la identidad trigonométrica
cos(xty)=cos(x)cos(y) + sin(x)sin(y).

X'=rcos(a—p)

X'"'=r(cos(a)cos(f)—sin(a)sin( S3)) )

Al reacomodar términos en funcién del plano XY, se
obtiene (4)
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X'= X cos(f)—Ysin(f) )

De igual forma utilizando la identidad trigonométrica
sin(xty)=sin(x) cos(y)zcos(x)sin(y) se obtiene la compo-
nente Y’.(5).

Y'==Xsin(f)+Y cos(f) (5)

Matricialmente la rotacién de £ grados respecto al eje z
queda representado por (6).

X" [ cos(B) sin(p)\(X ©)

Y') (=sin(8) cos(B))\ ¥
Para obtener la expresion tridimensional basta saber
que en este caso, la rotacion es exclusivamente alrede-

dor del eje vy por tanto la coordenada z se mantiene
constante. Entonces la rotacién alrededor de z es:

X! cos(f) sin(B) 0
Y'|=|-sin(f#) cos(B) 0| Y (-7}
Z! 0 0 1)\ Z

En general, la rotacién de un sistema de coordenadas p
a otro sistema q se puede expresar como:

— q
X, = Rpxp

Donde ¥, es el vector definido en el sistema q, X, es el
vector definido en el sistema p, R] y es la matriz de rota-
cién que convierte de p a g. Entonces las matrices de
rotacion del eje x (roll), eje y (pich) y eje z (yaw) respec-
tivamente son:

1 0 0
R4 = (0 cos (@) —sen ((p)) (1.8)
SRR 0 sen (@) cos (@)
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cos(@) 0 sen(d)
RI =( 0 1 0 ) (1.9)

p
Y PITCH\_sen(8) 0 cos (0)

Por lo tanto, para realizar una translacion completa,
segln Euler, es necesario mover cada uno de los ejes
en forma fija respecto a otro. Para el caso de la aerona-
ve se escoge una configuracion de translacion de Yaw,
Roll, Pitch, es decir, se rotara el eje z, luego el eje x y
por Gltimo el eje y. La matriz resultante se obtiene por
la propiedad de la matriz de rotacion. Multiplicando en
orden cada rotacién de eje:

E=R R, R, (2.0
asly) —sn(y) 01 0 0 Yas(6) O sin(§)
E=sn(y) a«sly) 0|0 as{@) —sm(g)) 0 1 0

0 0 1)0snd g

Luego, la matriz resultante es:

~sin(6) 0 «x(0)

~s(v)s(P)s(6) +e(y)(6) ~s(w)e(d) s(¥)s(d)c(6)+s(B)e(y) "
= s(d)s(0)c(w)+s(w)e(6)  c(¥)e(d) ~s(d)c(v)e(0)+s(w)s(9)
~s(6)c(¢) s(¢) c(#)c(6) ,

Donde s(x) corresponde al seno(x) y c(x) al coseno(x).

1.1.1 ECUACIONES DE EULER

Todas las particulas de un cuerpo al instante de rotar
sobre un centro O, sufrirdn fuerzas translacionales,
en donde se debe cumplir que el momento angular de
dicha particula, cumpla la siguiente ecuacién:

M :Idm(rxv) 5

Trilogia Ciencia - Tecnologia - Sociedad. diciembre 2012

De forma mas clara se remplaza la velocidad lineal por
la angular.

M =J-dm(.;><(g)x;)) o

Al desarrollar el doble producto cruz

f‘X WXr P’ a) F-w)r

(@x7)=r*6~(r-0) -
Donde para movimientos planos el segundo término de
la derecha se anula. Por lo tanto el momento angular
queda definido por:

M =([r*dm)-o
(jrdm)w (2.6)

Donde es la distancia al centro de masas del sélido, el
vector de velocidad angulary la diferencial de masa. El
valor de es conocido como el tensor de inercia definido
como:

JIX J,\‘,\-' sz

F=\J, 4 4,
»x oV )z (2?)
sz Jz_1-' Jzz

Al suponerse una estructura simétrica el tensor toma la
forma diagonal.

J, 0 0
J=|0 J, ©
2.8)
0 0 J.

Los valores de cada momento de inercia estaran dados
estrictamente por la construccién fisica de la aeronave.
Luego, la derivada del momento angular entregara el
torque ejercido al cuerpo.

—=T
dt (2.9)



Donde M es el momento angulary T=[t_ T, 7 |" el torque
aplicado. Por otra parte, los torques aplicados tomaran
distintas formas al depender de la configuracion fisica
de los motores. La rotacién en torno al eje X se deberé a
una diferencia entre las fuerzas de F3 y F1. Concretamen-
te se tendra que el torque aplicado es:

. =L(F, - F
x ( 3 1) {30}
Donde L es la distancia del motor al centro de masas del
cuadricdéptero. De forma analoga la rotacién en torno al
eje Yy Z se define como:

z,=L(F,- F,) o
r, = L((F,- F,)~(F, - F)) 62)
Al tomar la ecuacion de Coriolis:
M M
{';— = i,—+a)x M=T
t t (3.3)

De esta manera se llega a las ecuaciones de Euler que
describen como las componentes del vector velocidad
angular, evolucionan en el tiempo en respuesta a los
torques aplicados:

U i 3= Foper )

&, e, @,
Jia, |= U s 4= Frgar 2) - o, xJ| @,
% l’-[("‘.‘wh_z_"f‘\mr D~ (Fler 1_"’;1:41_:)] o s (34)

2 MopELO DEL MOTOR

Los motores a utilizar en esta investigacion, son motores
Dc, debido a la facilidad de adquisicion y de modelado
que poseen en comparacién con los motores brushless.
Los motores Brushless poseen mayor costo, un control
mas complejo pero mayor eficiencia en comparacién
con los motores Dc. Los motores Dc elegidos fueron
extraidos de mini helicopteros radio controlados, apro-
vechando las caracteristicas mecanicas ya inmersas en
este tipo de juguetes.
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Las ecuaciones que rigen el comportamiento del motor
dc se dividen en un sub-sistema eléctrico y mecanico. El
sistema eléctrico queda descrito como:

V,= L£+ Ri+e,
di (3.5)

Donde e(t) es la FEM producida , proporcional a la velo-
cidad angular del rotor.
e =Ko

moitor

(3.6)

Luego, el sistema mecanico puede ser descrito como:

O K

motor

V.  (Js+b)(Ls+r)+C

o

(3.7

Donde es una constante.

En el domino de Laplace, el modelo que representa la
velocidad angular del motor es:

maotor — K
V (Js+b)Ls+r)+C

a

(3.7)

Un anélisis alternativo al tradicional, es considerar en
el modelo mecanico, la fuerza de roce que produce la
hélice, es decir:

dw

mofor

mator df = " motor r}j"fc‘cmu

(3.8)

T :lC,A,cv-v2

riccidn { 3 g )
g 2

Donde T_ﬁ'fccirin es la fuerza experimentada por una
hélice, determina por las ecuaciones de fluidos de
bernulli (3.9).

Dénde:
A Corresponde al area descrita por la hélice, p la densi-

dad del fluido, v velocidad lineal de la hélice y C el coefi-
ciente de arrastre.
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Luego, considerando que la inductancia del motor es
despreciable e incluyendo la friccion aerodinamica y
(3.5) en (3.8), se llega a la siguiente expresion:

mator dw”h’}h’}r + £ (g‘“(’fﬂ“' + p—A (Bfm]’r;r = £ KJ
% & 2 R (4.0)

Al derivar la ecuacién dos veces se obtiene:

3 2
d wfrm.’rsr +£dl wmawr dwmvrw o

F , K dv,
mxdr R drf dt

R d’* (4.1)

Por dltimo, al aplicar la transformada de Laplace se llega
a:

= | >

E

Q)

maofor __

Vo 8.0

moior

+—S+pA

=

(4.2)

Considerando el tamafio que poseen los motores (no
mas de 3cm de largo y 2 de ancho), es posible pensar
que larespuesta generada sea lo suficientemente rapida
para pensar en una funcién de transferencia de primer
orden. Bajo esta premisa y considerando la inductancia
despreciable, se llega a:

|~

,

moior

VU J g Sf

mofor

+ =

K
(R )

Luego, en la fase de modelado experimental, se escoge-
ra segln los resultados, el modelo que mejor se aproxi-
me a la respuesta de los motores.

2.1 EMPUJE PRODUCIDO POR LOS MOTORES

Al considerar maniobras quiasi-estaticas, la velocidad
angular del motor puede considerarse como constante,
por lo que se obtiene de (3.8).

=T (4.4)

T_,r‘i‘fc‘c:’dn maotor

Luego, al rescribir la ecuacién en términos de velocidad
angular
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(4.5)

z-mr;mr — 2 2 “motor

Donde r corresponde al radio de la hélice. Por dltimo, se

sabe que:
=il (4.6)

Por lo que se puede obtener el empuje del motor en [N]

queda expresado como:

_pA
motor 2?"3 wmn!m-

(4.8)

Al derivar la ecuacién y llevarla al dominio de la frecuen-
Cia, la fuerza ejercida por el motor que definida como:

P A

=
© s

(s)
(4.8.1)

Donde A es una constante

3 Modelo Balancin

Para una mejor comprension y segmentacién del siste-
ma, se analiza lo que ocurre cuando se posee solo un
eje con dos motores girando contrariamente, como
muestra la figura tres.

La implementacion fisica consta de un potenciémetro
en el centro, el cual realimenta el angulo de inclinacién
generado por la fuerza de empuje de cada motor

- O—

Figura tres. Modelo fisico de un balancin



La dinamica que describe el comportamiento de este
sistema, se deduce directamente del modelo de un
cuadricéptero pero enfocado solo en un eje cartesiano
y con solo eje rotacional. En este caso el eje de giro
correspondera al x, provocando que solo exista el angu-
lo de inclinacién correspondiente al Roll.

Las ecuaciones que describen el comportamiento carte-
siano del sistema propuesto es la siguiente

a, 0
mal|=| 0 [+rR?| o |49
a ) \-mg

2
Z }‘Hu.rm' i
i=1

a, 0 1 0 0 0
m (Gy) = ( 0 ) + (0 cos (@) —sen (:p))( 0 )
a; —mg 0 sen(p) cos(p) F,+F;

(5.0)
(3.1)

Fuerza, = —sin(¢) (F; + F,)
cos (p)(Fy + F)

Fuerza,

Donde la matriz de rotacion en el eje X se obtiene de la
ecuacion (1.9). Por lo que al aplicar la matriz se obtiene
que en el eje X, no existe aceleracién alguna, debido a
que este es el (inico eje que gira.

Luego las rotaciones descritas por la ecuacion (3.4)
pueden ser simplificadas, dado que solo existe veloci-
dad angular en el eje X, el producto cruz se iguala a cero.
Obteniendo:

Ja,=L(F,

olor 3

F

Maotor 1 )

(5.2)

Es decir, el sistema se define por las ecuaciones (4.9) y
(5.2).

4 DESARROLLO EXPERIMENTAL Y CONTROL PROPUESTO

Al llevar al domino frecuencial la ecuacién (5.2) y reem-

plazar la ecuacién (4.8.1) en (5.2), queda el actuadory la
planta del sistema, definido por:
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5%0, = L(F, F

s)Motor _3 - (s)Motor _1 )

(5.3)

K @,
(s)Motor _3
. =—(

(0( s)Motor _1
x = )

§ § §

Luego, experimentalmente se obtuvo la funcién de
transferencia de dos motores (A y B) con la herramien-
ta Ident de matlab, donde se muestrearon los datos de
velocidad angular y voltaje a 63.45Hz. El objetivo es
determinar la mejor aproximacion modelada por las
ecuaciones (4.3), (3.7) y (4.2) respectivamente. La figura
4 muestra la velocidad angular obtenida y la sefial de
entrada del motor A.

g and eetpt il
T T T

I L I L L I
2 ] 5 0 w ] £l 3 » x

Figura cuatro.Respuesta Motor A

\Measured and simuiatnd model outpot
T

l (A
| ITETITERIN

F2z 7ase
Pz e
P 7704

H
] 0 12 " il
Time

Figura cinco. P1 representa una similitud del 77.64% con una FT de un polo,P2
un 77.96% con dos polos,P2Z un 78.54% con dos polos y un cero.
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Las Funciones de transferencia identificadas son las

siguientes:
a) Funcion de primer orden. Ecuacion (4.3)
wmm‘m' 124
= (5.4)

% 0.2164-s+1
77.64% Similitud
b) Funcién de Segundo Orden. Ecuacién (3.7)

maolor 1239 ( = 5}
= i
v (0.0776-5+1)(0.1356-s+1)

77.96% Similitud

¢) Funcién de Segundo Orden con un cero. Ecuacion
(4.2)

) 11.971-(6.5289 -5 +1)

mator { ; )

v (5.9424-5+1)(0.2498-5+1)

78.54% Similitud

Luego, al identificar el sistema del motor B.

gt i st gl
pr———

- //WHHW%WWH‘WM‘ b

i

Figura seis.Respuesta Motor A
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Measured and simedaied model output
: T :
o : b oy Faw
i1 | boz o7z
H Fuarie
PSR 11118 DL BN TR R L RTURAR L —
I
. I, SSSNSSRSSONES SR USSR NOSSON SRS AU SO
B oo B ealbenne sl e B oames i
1 2 "

Figura siete. P1representa una similitud del 87.19% con una FT de un polo,P2 un
87.42% con dos polos,P2Z un 87.42% con dos polos y un cero.

Las Funciones de transferencia identificadas son las
siguientes:

a) Funcién de primer orden

Opor _ 24977 -
v 0.2536-s5+1
87.19% Similitud
b) Funcion de Segundo Orden
i . 24.961
v (0.21555:5+1)(0.036047 -5 +1)
(5.8)
87.42% Similitud
¢) Funcion de Segundo Orden con un cero
Qe 24.958-(0.02205 -5 +1)
v (0.20381-5+1)(0.067453 -5 +1)
(5.9)
87.42% Similitud



Claramente, el modelo de los motores se puede aproxi-
mar a un sistema de primer orden, ya que, la similitud
entre sistemas posee una diferencia maxima de 0.58%
,lo que lleva a deducir que laincorporacion de mas polos
no afectaria de forma significativa la prescision del siste-
ma. Bajo esta premisa, se definiran los motores como un
sistema de primer orden. La respuesta observada en las
figuras cuatro y seis se debe a que el sistema mecanico
actla comparativamente mas lento que el eléctrico, lo
que implica que los polos del sistema mecanico, estan
mas cerca del origen que el sistema eléctrico.

El modelo de control Propuesto consta de una linealiza-
cion realizada a las ecuaciones (5.0) y (5.1) alrededor del
punto de equilibrio, para luego aplicar un controlador,
que cumplan los siguientes parametros:

Overshot <20%

Asentamiento | <8 seg

La estrategia de control consta de asegurar indepen-
dientemente la controlabilidad de cada motor por sepa-
rado, como muestra la figura ocho, para luego

ih

Angaks e nchnacion desesdo A P10 Contrster Satwrsion]  oter B4

Argsts Su incinacion desesss B

Figura Ocho. Diagrama de bloques del sistema de control

Luego, el lugar geométrico del as raices compuesto por
el actuadory la planta, es el siguiente:

Foot Locus

magnary Axs
2.

.|I'\'- ' L] =] |.U
Foal Axs.
Figura Nueve. LGR de actuardor y planta.
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Root Locus
60 T T T T

T
System: FF E
40 - Gain: 6.11 b |
Pole: -7.43 = 14.1i :
Damping: 0.465 3
Overshoot (%) 19.1 #\
20 Freguency (radisec): 159 E il
n =
z a
B et e e s
£
j=]
m
E
0|
40+
50 1 1 1 1
100 -80 50 40 20
Real Axis

Figura Diez. LGR Compensado .

Se observa claramente que se a logrado una cierta esta-
bilidad después de aplicar el controlador. Por disefio,
se opta el polo dominante que muestra la figura diez ,
ya que, en este punto, el controlador entregara como
maximo un valor de voltaje de 6.3v, lo que es coherente
con la alimentacion de los motores (maximo 6.5v).

Al evaluar el controlador para el motor B, se obtuvo una
respuesta satisfactoria, es decir, al modificar la ganan-
cia del controlador a 3.49 se logra una respuesta similar
al del motor A

Figura Once. LGR Compensado.

Por dltimo, la respuesta al escalén del sistema es la
siguiente:
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0.8

0.6

'
i ' ' ' ' ' ' ' '
D4pF------H------temmnu- i e A R S ST S B L B e Mo A
' ' ' ' ' ' ' ' '

3 - R L T e R

S S T S S A N (N B N

Figura Doce. Respuesta al escalén del sistema representado en la figura once

Concluciones y Trabajo Futuro

Las caracteristicas no lineales que present6 la dinami-
ca del cuadricéptero, fue una enorme dificultad para
realizar un modelo que siguiera de forma aceptable los
requerimientos de estabilidad del balancin, es por esto,
que se optd a un rango de inclinacion restringido de
+11/4[rad], sin embargo, para efectos de estudio e imple-
mentacién, el modelo planteado es ideal para enten-
der conceptos basicos de la dinamica y estabilidad del
cuadricéptero para su pronta implementacién, ya que,
el sistema planteado puede perfectamente extrapolar-
se al eje Y (pitch).

El control propuesto, responde a las necesidades de
estabilizacion planteada de forma satisfactoria. Se logro
controlar un sistema que de forma natural es inestable
y complejo, a través de la linealizacion del sistema en
un punto de equilibrio utilizando solo un controlador, en
lugar de los dos planteados al comienzo.

El trabajo futuro al que se apunta, es la implementacion
de una unidad de medicidn inercial de seis grados de
libertad (acelerémetro y giroscopio) capaz de diferen-
ciar entre las sefiales de ruido generadas por el motor
y la inclinacién real del prototipo, implementando un
filtro Kalman o complementario para este fin.
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