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Abstract

The following paper discusses the dynamics of a quadri-
copter under the Newton Euler modeling conceiving 
in this way the basis for developing a linear control 
oriented model for the stabilization of a reduced model 
quadricopter an axis. Researches in Dc motors are used 
experimentally modeled by considering the fluid equa-
tions involving Bernulli prototype blades for a closer 
approximation to reality. The results of control studies 
addressed a suitable stabilization operating ranges as 
the prototype.

Keywords: Matlab, Control Model,quadricopter.

Resumen

El siguiente documento aborda la dinámica de un cuadri-
coptero bajo el modelado de Newton-Euler, concibiendo 
de esta forma las bases necesarias para desarrollar un 
modelo de control lineal orientado para la estabiliza-
ción de un modelo de cuadricoptero reducido a un eje. 
En la investigación se utilizan motores DC (continua) 
modelados de forma experimental, considerando las 
ecuaciones de fluidos de Bernulli que afectan las aspas 
del prototipo para una aproximación más cercana a la 
realidad. Los resultados de control realizados abordan 
una estabilización idónea según los rangos de  opera-
ción del prototipo.

Palabras Clave: Cuadricoptero, Newton-Euler, control 
lineal, matlab.
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1 Intoducción

Para realizar un modelo dinámico de un sistema es 
importante comenzar el estudio sobre las fuerzas que  
interactúan en un cuadri-coptero, se debe tener en 
cuenta que las variables físicas que lo afectan como: la 
gravedad, la deformabilidad del material, la fricción, el 
peso y la deformabilidad de las hélices ante variaciones 
de velocidad, son del todo complejas y no lineales.

Variables como la deformabilidad de un material y de las 
hélices, complejizarían demasiado el intento de realizar 
un modelo, por lo tanto, se asumirán diversas caracte-
rísticas que  deberá poseer  la estructura, para facilitar 
la comprensión y el modelo de lo planteado. La estruc-
tura se supondrá de la siguiente manera:

1. La estructura se supone rígida.
2. La estructura se supone simétrica.
3. El centro de masas de la estructura coincide con la 

posición de ésta.
4. Las hélices se suponen rígidas.

2 Modelado Con Formalismo Newton-Euler

Para analizar la estructura, existen dos opciones de 
análisis, una de ellas es el formalismo de Euler-Lagrange 
que estudia el comportamiento de un cuerpo a través 
de la energía potencial y cinética de este y otro, es el 
formalismo Newton-Euler, que estudia el modelo según 

las ecuaciones de fuerza de Newton y las de rotaciones 
de Euler. Este último será el modelo a utilizar.

Las fuerzas en estado de equilibrio se encuentran para-
lelas al eje z, donde la suma equitativa de fuerzas de los 
motores es igual a la fuerza de gravedad. La representa-
ción matricial en cada eje es definido por la  ecuación (1) 
donde m representa la masa neta de la estructura y Rb

a 

la matriz de rotación.

Matriz de Rotación

La matriz de rotación en un conjunto de coordenadas 
que desplaza un sólido de un punto a hasta un punto 
b a través de rotaciones sucesivas en distintos ejes. 
Comúnmente es usada con los ángulos de Euler que 
constituyen un conjunto de tres coordenadas angulares 
que sirven para especificar la orientación de un sistema 
de referencia de ejes ortogonales, normalmente móvil, 
respecto a otro sistema de referencia de ejes ortogona-
les normalmente fijos. Fueron introducidos por Leon-
hard Euler en mecánica del sólido rígido para describir 
la orientación de un sistema de referencia solidario con 
un sólido rígido en movimiento.

La rotaciones de Euler son los movimientos resultantes 
de variar uno de los ángulos de Euler dejando fijos los 
otros dos, es por esto que resulta sencillo obtener  las 
coordenadas de rotación para cada uno de los ejes, 
obteniendo los valores de los ángulos de Euler en el eje 
X (roll), eje Y (Pitch) y el eje Z (Yaw).

Figura 1. Estructura del cuadricóptero con consideraciones de rotación y ángulos 
de fuerza.
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Para obtener estos valores se supondrá un punto fijo  P, 
como muestra la figura 2,  a una distancia r en un plano 
de referencia XY el cual rota    grados en torno al eje Z,  
donde se desea obtener la posición respecto al plano 
X’Y’. 
De la figura 2 se extrae que la distancia r  es la misma en 
ambos sistemas, por lo que el vector posición en el eje 
de referencia (X,Y)   y (X^’,Y’) se extrae simplemente por 
trigonometría (2). 

Tomando en cuenta la identidad trigonométrica 
cos(x±y)=cos(x)cos(y) + sin(x)sin(y).

Al reacomodar términos en función del plano XY, se 
obtiene (4)

De igual forma utilizando la identidad trigonométrica 
sin(x±y)=sin(x) cos(y)±cos(x)sin(y) se obtiene la compo-
nente Y’.(5).

Matricialmente la rotación de     grados respecto al eje z 
queda representado por (6).

Para obtener la expresión tridimensional basta saber 
que en este caso, la rotación es exclusivamente alrede-
dor del eje   y por tanto la coordenada z se mantiene 
constante. Entonces la rotación alrededor de z es:

En general, la rotación de un sistema de coordenadas p 
a otro sistema q se puede expresar como:

Donde      es el vector definido en el sistema  q ,      es el 
vector definido en el sistema p,       y es la matriz de rota-
ción que convierte de  p a q. Entonces las matrices de 
rotación del eje x (roll), eje y (pich) y eje z (yaw) respec-
tivamente son:

Figura 2. Rotación de Euler en eje z
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Por lo tanto, para realizar una translación completa, 
según Euler, es necesario mover cada uno de  los ejes 
en forma fija respecto a otro. Para el caso de la aerona-
ve se escoge una configuración de translación de Yaw, 
Roll, Pitch, es decir, se rotará el eje z, luego el eje x y 
por último el eje y. La matriz resultante se obtiene por 
la propiedad de la matriz de rotación. Multiplicando en 
orden cada rotación de eje:

Luego, la matriz resultante es:

Donde s(x) corresponde al seno(x) y c(x) al coseno(x).

1.1.1 Ecuaciones de Euler

Todas las particulas de un cuerpo al instante de rotar 
sobre un centro O, sufrirán fuerzas translacionales, 
en donde se debe cumplir que el momento angular de 
dicha partícula, cumpla la siguiente ecuación:

De forma más clara se remplaza la velocidad lineal por 
la angular.

Al desarrollar el doble producto cruz

Donde para movimientos planos el segundo término de 
la derecha se anula. Por lo tanto el momento angular 
queda definido por:

Donde   es la distancia al centro de masas del sólido,   el 
vector de velocidad angular y   la diferencial de masa. El 
valor de  es conocido como el tensor de inercia definido 
como:

Al suponerse una estructura simétrica el tensor toma la 
forma diagonal.

Los valores de cada momento de inercia estarán dados 
estrictamente por la construcción física de la aeronave. 
Luego, la derivada del momento angular entregará el 
torque ejercido al cuerpo.
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Donde M es el momento angular y T=[τx τy τz]
T el torque 

aplicado. Por otra parte, los torques aplicados tomarán 
distintas formas al depender de la configuración física 
de los motores. La rotación en torno al eje X se deberá a 
una diferencia entre las fuerzas de F3 y F1. Concretamen-
te se tendrá que el torque aplicado es:

Donde L es la distancia del motor al centro de masas del 
cuadricóptero. De forma análoga la rotación en torno al 
eje Y y Z se define como:

Al tomar la ecuación de Coriolis:

De esta manera se  llega a las  ecuaciones de Euler que 
describen como las componentes del vector velocidad 
angular, evolucionan en el tiempo  en respuesta a los 
torques aplicados:

2 Modelo Del Motor

Los motores a utilizar en esta investigación, son motores 
Dc, debido a la facilidad de adquisición y de modelado 
que poseen en comparación con los motores brushless. 
Los motores Brushless poseen mayor costo, un control 
mas complejo pero mayor eficiencia en comparación 
con los motores Dc. Los motores Dc elegidos fueron 
extraídos de mini helicopteros radio controlados, apro-
vechando las características mecánicas ya inmersas en 
este tipo de juguetes.

Las ecuaciones que rigen el comportamiento del motor 
dc se dividen en un sub-sistema eléctrico y mecánico. El 
sistema eléctrico queda descrito como:

Donde e(t) es la FEM producida , proporcional a la velo-
cidad angular del rotor.

Luego, el sistema mecánico puede ser descrito como:

Donde  es una constante.

En el domino de Laplace, el modelo que representa la 
velocidad angular del motor es:

Un análisis alternativo al tradicional, es considerar en 
el modelo mecánico, la fuerza de roce que produce la 
hélice, es decir:

Donde   es la fuerza experimentada por una 
hélice, determina por las ecuaciones de fluidos de 
bernulli (3.9).

Dónde:

A Corresponde al área descrita por la hélice, p la densi-
dad del fluido, v velocidad lineal de la hélice y Ct el coefi-
ciente de arrastre.
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Donde r corresponde al radio de la hélice. Por último, se 
sabe que:

Por lo que se puede obtener el empuje del motor en [N] 
queda expresado como:

Al derivar la ecuación y llevarla al dominio de la frecuen-
cia, la fuerza ejercida por el motor que definida como:

Donde A es una constante

3 Modelo Balancin

Para una mejor comprensión  y segmentación del siste-
ma, se  analiza lo que ocurre cuando se posee solo un 
eje con dos motores girando contrariamente, como 
muestra la figura tres.

La implementación física consta de un potenciómetro 
en el centro, el cual realimenta el ángulo de inclinación 
generado por la fuerza de empuje de cada motor

Luego, considerando que la inductancia del motor es 
despreciable e incluyendo la fricción aerodinámica y 
(3.5) en (3.8), se llega a la siguiente expresión:

Al derivar la ecuación dos veces se obtiene:

Por último, al aplicar la transformada de Laplace se llega 
a :

Considerando el tamaño que poseen los motores (no 
más de 3cm de largo y 2 de ancho), es posible pensar 
que la respuesta generada sea lo suficientemente rápida 
para pensar en una función de transferencia de primer 
orden. Bajo esta premisa y considerando la inductancia 
despreciable, se llega a:

Luego, en la fase de modelado experimental, se escoge-
rá según los resultados, el modelo que mejor se aproxi-
me a la respuesta de los motores.

2.1 Empuje producido por los Motores

Al considerar maniobras quiasi-estáticas, la velocidad 
angular del motor puede considerarse como constante, 
por lo que se obtiene de (3.8).

Luego, al rescribir la ecuación en términos de velocidad 
angular

Figura tres. Modelo físico de un balancín
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La dinámica que describe el comportamiento de este 
sistema, se deduce directamente del modelo de un 
cuadricóptero pero enfocado solo en un eje cartesiano 
y con solo  eje rotacional. En este caso el eje de giro 
corresponderá al x, provocando que solo exista el ángu-
lo de inclinación correspondiente al Roll. 

Las ecuaciones que describen el comportamiento carte-
siano del sistema propuesto es la siguiente

Donde la matriz de rotación en el eje X  se obtiene de la 
ecuación (1.9). Por lo que al aplicar la matriz se obtiene 
que en el eje X, no existe aceleración alguna, debido a 
que este es el único eje que gira.

Luego las rotaciones  descritas por la ecuación (3.4) 
pueden ser simplificadas, dado que solo existe veloci-
dad angular en el eje X, el producto cruz se iguala a cero. 
Obteniendo:

Es decir, el sistema se define por las ecuaciones (4.9) y 
(5.2).

4 Desarrollo Experimental y Control Propuesto

Al llevar al domino frecuencial la ecuación (5.2) y reem-
plazar la ecuación (4.8.1) en (5.2), queda el actuador y la 
planta del sistema, definido por:

Luego, experimentalmente se obtuvo la función de 
transferencia de dos motores (A y B) con la herramien-
ta Ident de matlab, donde se muestrearon los datos de 
velocidad angular y voltaje a 63.45Hz. El objetivo es 
determinar la mejor aproximación modelada por las 
ecuaciones (4.3), (3.7) y (4.2) respectivamente. La figura 
4 muestra la velocidad angular obtenida y la señal de 
entrada del motor A.

Figura cuatro.Respuesta Motor A

Figura cinco. P1 representa una similitud del 77.64% con una FT de un polo,P2 
un 77.96% con dos polos,P2Z un 78.54% con dos polos y un cero.
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Las Funciones de transferencia identificadas son las 
siguientes:
a) Funcion de primer orden. Ecuacion (4.3)

77.64% Similitud

b) Función de Segundo Orden. Ecuación (3.7)

77.96% Similitud

c) Función de Segundo Orden con un cero. Ecuación 
(4.2)

78.54% Similitud

Luego, al identificar el sistema del motor B.

Las Funciones de transferencia identificadas son las 
siguientes:

a) Función de primer orden

87.19% Similitud

b) Función de Segundo Orden

87.42% Similitud

c) Funcion de Segundo Orden con un cero

87.42% SimilitudFigura seis.Respuesta Motor A

Figura siete. P1 representa una similitud del 87.19% con una FT de un polo,P2 un 
87.42% con dos polos,P2Z un 87.42% con dos polos y un cero.
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Claramente, el modelo de los motores se puede aproxi-
mar a un sistema de primer orden, ya que, la similitud 
entre sistemas posee una diferencia máxima de 0.58% 
,lo que lleva a deducir que la incorporación de más polos 
no afectaría de forma significativa la prescisión del siste-
ma. Bajo esta premisa, se definirán los motores como un 
sistema de primer orden. La respuesta observada en las 
figuras cuatro y seis se debe a que el sistema mecánico 
actúa comparativamente mas lento que el eléctrico, lo 
que implica que los polos del sistema mecánico, están 
más cerca del origen que el sistema eléctrico.

El modelo de control Propuesto consta de una linealiza-
ción realizada a las ecuaciones (5.0) y (5.1) alrededor del 
punto de equilibrio, para luego aplicar un controlador, 
que cumplan los siguientes parámetros:

La estrategia de control consta de asegurar indepen-
dientemente la controlabilidad de cada motor por sepa-
rado, como muestra la figura ocho, para luego

Luego, el lugar geométrico del as raíces compuesto por 
el actuador y la planta, es el siguiente:

Se observa claramente que se a logrado una cierta esta-
bilidad después de aplicar el controlador. Por diseño, 
se opta el polo dominante que muestra la figura diez , 
ya que, en este punto, el controlador entregara  como 
máximo un valor de  voltaje de 6.3v, lo que es coherente 
con la alimentación de los motores (máximo 6.5v).

Al evaluar el controlador para el motor B, se  obtuvo una 
respuesta satisfactoria, es decir, al modificar la ganan-
cia del controlador a 3.49 se logra una respuesta similar 
al del motor A

Por último, la respuesta al escalón del sistema es la 
siguiente:

Figura Once. LGR Compensado.

Figura Ocho. Diagrama de bloques del sistema de control

Figura Nueve. LGR de actuardor y planta.

Figura Diez. LGR Compensado .

Trilogía   Ciencia · Tecnología · Sociedad. diciembre 2012



90

Concluciones y Trabajo Futuro

Las características no lineales que presentó la dinámi-
ca del cuadricóptero, fue una enorme dificultad para 
realizar un modelo que siguiera de forma aceptable los 
requerimientos de estabilidad del balancín, es por esto, 
que se optó a un rango de inclinación restringido de 
±π/4[rad], sin embargo, para efectos de estudio e imple-
mentación, el modelo planteado es ideal para enten-
der conceptos básicos de la dinámica y estabilidad del 
cuadricóptero para su pronta implementación, ya que, 
el sistema planteado puede  perfectamente  extrapolar-
se al eje Y (pitch).

El control propuesto, responde a las necesidades de 
estabilización planteada de forma satisfactoria. Se logró 
controlar un sistema que de forma natural es inestable 
y complejo, a través de la linealizacion del sistema en 
un punto de equilibrio utilizando solo un controlador, en 
lugar de los dos planteados al comienzo.

El trabajo futuro al que se apunta, es la implementación 
de una unidad de medición inercial de seis grados de 
libertad (acelerómetro y giroscopio) capaz de diferen-
ciar entre las señales de ruido generadas por el motor 
y la inclinación real del prototipo,  implementando un 
filtro Kalman o complementario para este fin.
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