DEFINICION Y COMPORTAMIENTO DE LA
FUNCION DELTA DE DIRAC DESDE UNA

RESUMEN

En los textos cientificos del area de la electricidad y elec-
trénica, las funciones singulares por lo general son trata-
das de una manera no tan evidente para la comprensién
del lector, que principalmente son estudiantes de estas
especialidades. Teniendo esto en cuenta, se presenta
el desarrollo mas detallado de una de estas funciones
singulares, como lo es la “funcion” Delta Dirac.

A partir de la funcién escalén es posible determinar la
funcion Impulso Unitario o Delta de Dirac, con solo deri-
var el escalén y evaluar lo que sucede cuando se acerca
a, tanto por la izquierda como por la derecha, encon-
trandose que en su valor es distinto de cero. Ademas,
encontrar lo que sucede cuando dicha funcién se aplica
a un condensador y a una inductancia cuya respuesta,
se denomina doblete unidad.
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“No sé qué le parezco al mundo,

pero a mi me parece que sélo he sido

como un nifio jugando en la orilla del mar,
divirtiendome ahora al encontrar una piedra
mds suave o una concha mds bonita de lo
normal, mientras el gran océano de la verdad
yace completamente sin descubrir ante mi”

SIR ISAAC NEWTON

ABSTRACT

In the scientific literature in the area of electricity and
electronics, the singular functions are usually treated in
a not so obvious to the reader’s understanding, which
are mainly students in these specialties. With this in
mind, we present more detailed development of these
unique features, such as the “function” Dirac Delta.
Since the step function is possible to determine the
unit impulse function or Dirac Delta, just bypass the
step and evaluate what happens as you approach, both
the left and right, finding that its value is different from
zero. Also, find out what happens when this function is
applied to a capacitor and an inductor whose response
is called a double unit.
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1. FuNcION IMPULSO UNITARIO

Existen sistemas tanto mecanicos como eléctricos que
estan sometidos a fuerzas externas (caso de siste-
mas mecanicos), como a tensiones eléctricas (caso de
sistemas eléctricos), en ambos casos de una magnitud
considerable actuando en un corto tiempo. A modo de
ejemplo, se puede considerar un rayo que cae sobre un
avién, una pelota (tenis, golf, etc.), en reposo que es
sacada de su estado mediante el golpe de una raque-
ta, un pie, un bastén de golf, etc. Lo anterior se explica
mediante el concepto de impulso y se modela a través
de una la funcién impulso unitario.

A partir de la definicion de la tensién en una inductancia
para una corriente, cuyas ondas tienen una forma trape-
zoidal, la corriente es inicialmente cero, a continuacién
se eleva linealmente hasta un valor constante, el cual se
mantiene durante un tiempo finito; cayendo finalmen-
te de una forma lineal a cero otra vez. A medida que a
través del tiempo la subida y el descenso (lineales) se
aproximan a cero, se encuentra que la tensién en la
bobina contiene pulsos positivos y negativos de gran
amplitud y corta duracién. En el limite, es decir cuando
Af — 0, se obtienen unas “puntas” positivas y negati-
vas que son llamadas impulsos.

El impulso unitario se define como una funcién del
tiempo (1), la cual es nula cuando su argumento, gene-
ralmente (s—¢,), es menor que cero y también cuando
es mayor que cero, es infinita cuando su argumento
es cero y su area es la unidad. Normalmente se puede
representar matematicamente los enunciados como en
la ecuacion (1) y (2).

S(t—1t,)=0 t#1, @
[o(t—1,)de=1 @
150w
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Observando la expresion (1) resulta evidente que los
limites de la integral de la ecuacién (2) pueden ser
cualesquiera que sean menores que t y mayores que t .
Siserepresentanpor ¢, y t, a los valores del
tiempo que estan arbitrariamente préximos a la
ecuacion se puede representar como en (3).

[

j‘()'(‘:‘ —t, )t =1 3)

[

En la mayoria de los casos se analizan circuitos en que
sblo existe una discontinuidad y se escoge una escala
de tiempo de modo que la operacién de conmutacion se
presente para t=0. En ese caso la representacion puede
verse en (4) con su restriccion de definicion para tiem-
pos distintos de cero.

5(r)=0 t#0

T 8(e)dr =1

]

s Jana=t

El impulso unitario también puede ser multiplicado por
una constante, naturalmente que esto no afecta a las
ecuaciones ya que el valor debe continuar siendo cero
cuando el argumento es distinto de cero. Sin embargo,
la multiplicacion de cualquiera de las expresiones inte-
grales por una constante muestra que el area compren-
dida por el impulso es igual al valor de la constante
multiplicadora, esta area recibe el nombre de intensidad
del impulso. Si el impulso se multiplica por una funcién
del tiempo, la intensidad del impulso debe ser el valor
de esta funcidén en el instante en que el argumento del
impulso es cero. Dicho de otra forma, la intensidad del
impulso ¢ %s(r-2) s 0.368 y la del impulso senlsm +7)-5()
es 0.707. Por tanto, es posible escribir las integrales (5)
y (6) que expresan lo mismo en forma matematica.

ks

[ @)= r0)  ©
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j_f-(f){s(r_fﬂ Yir=1G)  ©



El simbolo grafico para el impulso esta representado en
la figura 3, en que f(r)=45(r+1)-35(c) esta representado
graficamente en funcién del tiempo. Se acostumbra
a indicar la intensidad del impulso entre paréntesis al
costado del mismo, que se denomina al valor del salto
en el punto de discontinuidad de su funcién primitiva.

‘Lﬂt)
@
—+—1 —— >
3 2 -1 Jo1 2 3 t[s]
(-3)
r

Fig.1. Impulsos positivo y negativo representados graficamente en funcion del
tiempo

Para lograr una mejor familiarizacién con otras interpre-
taciones del impulso unitario, se tomar formas graficas
que no tienen amplitud infinita, pero que se aproxima-
ran al impulso segin aumenta su amplitud.

b v
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/,..—Areaz 1

0 4 t[s]

Fig.2. Pulso rectangular de area unidad, que se aproxima al impulso unidad
cuando >0

Se escoge un ancho de pulso (fig. 2), de £ segundos
y una amplitud de 1/e, logrando un area unitaria del
pulso, independiente de la magnitud de e. Si ¢ aumen-
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ta, 1/¢ disminuye y el pulso rectangular llega a ser una
aproximacién mejor a un impulso unitario.

La respuesta de un elemento de circuito a un impul-
so unitario puede ser determinada encontrando su
respuesta a este pulso rectangular y a continuacion
haciendo que ¢ se aproxime a cero. Por otro lado, dado
que la respuesta al impulso se encuentra facilmente, se
comprende también que esta respuesta puede ser en si
una aproximacién aceptable a la respuesta producida
por un pulso rectangular corto.

Un pulso triangular, como el de la figura 5, se puede utili-
zar también como una aproximacion al impulso unitario.
Dado que se sigue considerando el area unidad, un
pulso de amplitud 1/¢ debe tener un ancho total de 2¢
segundos.

A1)

L]

Area=1

fs]

Fig. 3 Pulso triangular de area unidad, que se aproxima al impulso unidad
cuando e»0

Seglin ¢ se acerca a cero, el pulso triangular se acerca
al impulso unidad. Existen otras formas de pulso las
cuales, en el limite, se aproximan al impulso unitario,
pero se considerara de ellas, la forma exponencial nega-
tiva. Primero se construye una onda exponencial decre-
ciente (8), en que el drea determinada por ésta, debe
ser uno (10).

0 1<0

=3 _, o bien, (8)
Ae 7 >0

£(0)= 4¢7u(0) ©

0

Area:jAe_%'d!:—rAe_% =g (10)
i
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Por tanto, para que el area sea igual a 1, se debe hacer:

4=1/
A A

La constante de tiempo T, serd muy corta por lo que se
utilizara nuevamente ¢ para indicar este tiempo infini-
tamente pequefio. Luego, la funcién exponencial queda
determinada por (11) y se aproxima al impulso unitario
cuando e—>o.

fle)= le%u(;r] (11)

£

Esta representacién del impulso unitario, dice que el
decrecimiento exponencial de una corriente o tensién
en un circuito se aproxima a un impulso (no necesaria-
mente a un impulso unitario), segtn se reduce la cons-
tante de tiempo.

Para esta interpretacion final del impulso unitario, se
tratara de establecer una relacién con la funcién escalén
unidad. En la figura 4(a), se tiene casi un escalén unidad,
sin embargo, se necesitan ¢ segundos para completar la
variacién lineal desde cero hasta la amplitud unidad. Al
lado de esta funcién escalén unidad modificada, la figu-
ra 4(b) muestra su derivada, puesto que la parte lineal
del escalén modificado sube a razén de una unidad cada
¢ segundos, la derivada debe ser un pulso rectangular
de amplitud 1/ y ancho «.

t[s]=
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Fig. 4
a. Funcion escalon unidad modificada, la transicion desde cero a la unidad es
lineal en un intevalo de € segundos.

b. Derivada del escalén unidad modificado. Cuando -0, (a) se convierte en el
escalén unidad y (b) se acerca al impulso unidad.

Esta derivada coincide con la primera funcién que se ha
considerado como una aproximacién al impulso unitario
y se sabe que tiende a él cuando ¢ tiende a cero. Pero
el escalén unidad modificado se aproxima al escalén
unidad perfecto segln ¢ tiende a cero, de lo que se
concluye que el impulso unitario se puede considerar
como la derivada de la funcién escalén unidad respecto
al tiempo (12) e inversamente en (13) se puede apreciar
que la integral respecto al tiempo del impulso unitario
corresponde a la funcién es calén unidad.

5()- dult)

dt (12)

En que el limite inferior puede ser, en general, cualquier
valor de t inferior a cero.



2. IMPULSO UNITARIO COMO IMPULSO DE CORRIENTE

Elimpulso unitario es un tipo de funcién que posee una
caracteristica que se debe conocer antes de poder apli-
carlo con propiedad al analisis de circuitos. Teniendo en
cuenta que, la funcion escaldén unidad es una funcién
del tiempo adimensional, el impulso unitario posee
la dimension de ITl , lleva aparejada la unidad “por
segundo”.

Por otro lado, si I es una corriente, I u(t) es un escal6n
de corriente y se mide en amperes, sin embargo, I §(t)
se mide en [amperes / segundo].

Se tratara de establecer una interpretacién mas clara
del impulso de corriente utilizando como aproxima-
cién, el pulso rectangular corto de corriente. Un pulso
rectangular de corriente con una amplitud de I_ [ampe-
res]y una duracion de ¢ [segundos] posee un area de I_
e [amperes-segundos] o I ¢ [coulombios]. Luego, dicho
pulso de corriente representa una carga total de I e
[coulombios] fluyendo de una manera uniforme, duran-
te un tiempo de ¢ .[segundos]. Considerando la carga, en
lugar de la corriente y haciendo Q_=I e, se puede obte-
ner la amplitud del pulso como Q £ [amperes]. Ahora,
segln ¢ disminuye, en el limite, el pulso rectangular se
acerca a un impulso. Las areas del pulso y del impul-
so deben ser iguales y el impulso debe tener un area,
o intensidad, de Q_ [coulombios]. Por tanto, el pulso
rectangular de corriente (14), puede representar un
impulso de corriente en (15) y la carga que este contiene
en (16).

i(¢)= Lu(t)— Lu(t—¢) (14)

0)-0,50) "

Son equivalentes cuando &€ — 0 si

O, =1,& (16)

> DEFINICION Y COMPORTAMIENTO DE LA FUNCION DELTA DE DIRAC

DESDE UNA PERSPECTIVA ELECTRICA

En otras palabras, la amplitud I, del pulso rectangular
de corriente se acerca a infinito y su duracién se acer-
ca a cero, mientras que el producto Q =I e permanece
constante.

Es importante destacar, el impulso de corriente en
términos de la cantidad finita de carga que representa,
particularmente cuando el impulso de corriente se apli-
ca a un condensador.

Un impulso de corriente (15) representa una cantidad
de carga y el valor de ésta, es exactamente igual a la
intensidad del impulso de corriente. La aplicacién de
dicho impulso a un condensador producira la brusca
carga de éste, el establecimiento instantaneo de una
energia almacenada en el interior del mismo vy la apari-
cién inmediata a través de él de una tension equivalen-
te. Si se envia un impulso de corriente (15) a través de
un condensador C, se puede determinar la tensidn en
él empleando la relacion general entre la tension y la
corriente (17).

v(r):éjz—(f)dm(fo) 17

Suponiendo que el condensador, en = () no tiene
carga, se tiene wlt,)=0 . Por tanto, utilizando (15) en
(171) se obtiene el voltaje del condensador (18) en rela-
cién a la carga en la funciéon impulso.

W0)= %jgo (et

v(f)%j;é'({)dr o)

Siendo ¢, <0

Pero, 5(I)es ceropara , t <() luego:

t<0
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Y la tension para ¢ > () se obtiene de (20) utilizando la
relacion de (13).

t>0 (19)

La tensiébn en ambos intervalos se puede expresar
entonces a partir de (13) en la relacién de tensién (20).

(0)=2u0) o

En la figura 5 se muestra la fuente de impulso e inmedia-
tamente a continuacién en la parte inferior se muestra el
escalén de respuesta.

tiw
T
t[s]
A ®
0
C
t[sjl=

Fig. 5 La aplicacién del impulso de corriente i(t) = Q_ (t) a un condensador C,
produce una respuesta de tension v(t) = (Qo /Qu(t)

Trilogia Ciencia - Tecnologia - Sociedad. diciembre 2012

La tensién del condensador varia de una manera discon-
tinua desde cero, valor anterior a t=0, a un valor cons-
tante después de t=0, en el intervalo entre t=0- A t=0+
se ha almacenado energia en el condensador.

Se puede comprobar este resultado en la tensidn del
condensador, utilizando relaciones diferenciales en
lugar de integrales. Asi, la aplicacién del impulso de
corriente (15) y la definicion de capacidad (21) permite
escribir la relacion (22).

i= (ﬂ
di

050)-c & L= @2

Finalmente, se debe reconocer que la interpretacién del
impulso de corriente como un paquete de cargas puede
sefalar el camino mas satisfactorio para la obtencién de
la respuesta.

La cargay la tension del condensador son directamente
proporcionales (23) y la carga Q_, representada por el
impulso de corriente (15) crea, por tanto, una tensién
Q% después que el impulso de corriente ha actuado.

q(t)=C -v(r) (23)

Ahora si se analiza la tensién que resulta cuando un
impulso de corriente se aplica a una bobina L, funda-
mentado en el comportamiento de la inductancia (24),
y utilizando el impulso de corriente (15), se obtiene la
relacién de tension en la bobina (25) en funcién de la
carga del impulso.

di
=L— (24)
v(r)=1L = 24

We)= L0, ;’[[5(, e



La tension en la bobina tiene la forma de la derivada del
impulso unitario con respecto al tiempo, ésta es otra
funcion singular, pero no es tan importante como el
escalén unidad o el impulso unitario (26). Se define el
doblete unidad d(t).

d(6)=L15()] 6)

Apartir de (26) se puede observar que se puede aproxi-
mar a un pulso rectangular, corto y positivo seguido
por un pulso idéntico y negativo. Es decir, si el impulso
unidad se considera como el limite de un pulso triangular
de 2¢ de base y 1/e de amplitud, cuando e—0, entonces el
doblete unidad es el limite de un pulso rectangular posi-
tivo de ancho ey amplitud 1/¢? seguido inmediatamente
de un pulso rectangular negativo de ancho ¢ y amplitud
-1/¢?, cuando >0 En el limite, el area de cada pulso es
infinita.

El simbolo grafico de un doblete esta representado en
la figura 8; la intensidad del doblete es por definicién
la misma del impulso, representada por la derivada de
éste vy esta intensidad, también se representa entre
paréntesis al lado del simbolo.

A ﬂt)

(6)

t[s]=

Fig. 8. Eldoblete i(t) = 6d(t) esta representado como una funcién simbélica del
tiempo. La intensidad de este doblete es 6.
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3. IMPULSO DE TENSION

Aprovechando la dualidad que existe entre condensador
y la inductancia, se interpretara el impulso de tensién
considerando la aplicacion del impulso de corriente al
condensador. Puesto que el impulso de corriente produ-
ce en el condensador, un cambio brusco de energia y
en de tension, es de esperar que el impulso de tensién
produzca también, un cambio brusco en la energia y en
la corriente de una bobina.

El dual de la carga es el flujo electrodinamico, dado
que en una bobina la energia se almacena en su campo
magnético, la aplicacion de un impulso de tensién a una
bobina puede concebirse como la creacién instantanea
de un cierto flujo electrodinamico. Puesto que la carga
de un condensador (23) el dual de la carga se obtiene
reemplazando C por Ly v(t) por i(t), luego si se define el
flujo electrodinamico como en (27) podria representarse
elimpulso de tensién en la bobina (28).

\=Li (1) @7
Se usara el simbolo A (lambda) para el flujo electrodina-

mico, sus dimensiones son [volts-segundos] o [webers]
o [webers-nimero de vueltas].

0)=2460)  ee
Aplicando este impulso de tensién a una bobina L, la

corriente resultante es representada por la ecuacion
29).

.-'[.f)=%jv(f}tk+i(fu)=%jiob‘(.f)d.'+.f'(ru) 09)

Si 1, se escoge anterior al instante cero se tiene que
it,)=0"Y

JO 1<0
;‘(;): 1% >0
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it)= ﬁu(r) (30)

Por tanto, el impulso de tension es capaz de producir un
cambio brusco en la corriente de la bobina (30). El valor
de este cambio viene dado por la intensidad del impulso
dividido por la inductancia.

Luego utilizando las condiciones de dualidad, cuando
un impulso de tension (31) se aplica a un condensador
C, se obtiene un doblete de corriente (32), de la misma
forma que en (26).

v(()=40() 6o

(e
i(r) =

Por tanto:
i(t)=Cad) ©?

4. Conclusiones

Teniendo en cuenta que la funcién “Delta de Dirac” no
es una funcién como las conocidas habitualmente, sino
que es lo que se conoce como funciones generalizadas o
distribuciones para la que existen las nociones de inte-
gral y derivada, es que tras realizar un analisis de ella,
no se puede dejar de mencionar que se manifiesta en
muchas de las aplicaciones con las que se encuentran
los estudiantes de Electrdnica y Electricidad, al realizar
en un circuito o en un sistema, una conmutacion, ya sea
en tension o en frecuencia, convirtiéndose en lo que se
denomina generalmente comocambiuo de referencias o
respuestas al escalén, condiderandose parte del siste-
ma y no perturbaciones no deseadas.

Esto trae como consecuencia el mal funcionamiento de
sistemas o produciendo fallas de relevancia en estos,
debido a sobre tensiones o sobre corrientes que deben
soportar los dispositivos semiconductores de los site-
mas.

Trilogia Ciencia - Tecnologia - Sociedad. diciembre 2012

BIBLIOGRAFIA

1. Hayt William; Kemmerly Jack Analisis de Circuitos en
Ingenieria, 32 ed. 1997 México, Mc. Graw Hill , 1993
706p

2. Brenner Egon Javid Mansour Analisis de Circuitos
Eléctricos New York, Mc. Graw Hill, 1966. 715p



	A
	trilogia_electronica_final
	Z

